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a copper - ta rge t  X - r a y  tube operated at  1000 
kV.p. × ma., 0.018 mm. Ni filter and 0.15 mm. receiv- 
ing slit. The peak in tens i ty  of the 1 l l  line of a silicon 
powder specimen was over 9000 counts sec. -~, the 
peak- to-background rat io was 134 and the line width 
0.11 ° 20. 

The intensities with the fluorescent source are thus 
about  a few tenths  of one percent  of those obtained 
with the s tandard  diffractometer  under  conditions of 
comparable resolution. When the slit sizes and aper- 
tures were increased, the in tens i ty  of the fluorescent 
source was still only 1% of the s tandard  dfffracto- 
meter  and the  resolution decreased by a factor of 4. 
These results are completely different from those of 
Weiss et al., who stated, 'Wi th  only a 20% decrease 
in resolution the intensit ies differed by less t han  a 
factor  of 2 while the background was reduced by a 
factor  of about  25'.* 

Large single crystal  plates gave considerably greater 
intensities, but  the fluorescence method is not  feasible 
for the t i ny  crystals employed in s t ructure work. 

* Weiss et al. operated their Co diffraction tube at 30 kV.p. 
and 10 ma. but the tube may be safely operated at 50 kV.p., 
10 ma. Thus they could have obtained about 3-4 times more 
intensity with the direct electron-excited X-ray tube. 
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When nothing is known about a structure, the elementary positional probability of atoms is the 
elementary hypervolume of coordinates dxl . . .dx t .  If any information about the structure is 
gained (interatomic distances, forbidden volumes, known signs of structure factors), the positional 
probability has the more complete form yJ(xl . . . . .  xt)dxt . . .dxt ,  y)(x 1 . . . . .  xt) is Fourier-analyzed 
in its most general form, for which some examples are given. 

I n t r o d u c t i o n  

Nous rappelons explici tement  le th6or~me* suivant  
(Bertaut,  1955a): 'La probabil i td compos6e 
P(A1, . . . , A m ) d A 1 . . . d A m  pour que les fonctions 
E~(xl, . . . ,  xt) (k = l ,  . . . ,  m) prennent  des valeurs 
comprises entre A~ et A~+dA~ est telle que 

P(A1,  . . . , A m )  

= f . . . f  (5 (E1-A1) . . . (5(Em-Am)dT~(xI ,  . . .  , Xt) , (1) 

* Une d~monstration math~matiquement compl~te, ac- 
eompagn~e d'exemples d'application de ce th~or~me a 6t6 
r6cemment donn~e (Sponsler, 1957). 

off les 6 ( E ~ - A k )  sont des fonctions de Dirac et 

d~ - -  y)(xl, . . . ,  x t )dxl ,  . . . ,  dxt (2) 

est la probabil i t6 616mentaire de t rouver  le point  
(xl, . . . ,  xt) dans l'616ment de volume d x l . . . d x t . '  On 
doit  avoir 

I d~ . (3) 1 

En cristallographie, les fonctions E~ sont des fac- 
teurs de s t ructure normalis~s sous forme analyt ique,  
les A~ sont les valeurs observdes de ces facteurs de 
s t ructure et les variables xj (j = 1 , . . . ,  t) sont les 
coordonndes atomiques.  



406 LA P R O B A B I L I T ] ~  ] ~ L ~ M E N T A I R E  DES P O S I T I O N S  A T O M I Q U E S  

Dans des gtudes antgrieures, la probabilitd d~ de 
trouver un atome en un 616ment de volume dv = 
dxdydz de la maille a dt6 prise 6gale £ ce volume 
616mentaire. Nous avons ddj£ fair remarquer que des 
raffinements ult6rieurs vont substituer £ cette proba- 
bilitd uniforme une expression plus compliqude telle 
que (2) (el. Bertaut,  1955c). 

Voici pourquoi la probabilit~ dx n'est pas uniforme 
dans la maille. C'est qtt'en g6ndral on poss~de ddj£ 
certaines informations sur les positions atomiques, 
soit a priori (coordination, distances interatomiques, 
configuration mol6eulaire), soit tout  simplement parce 
que la connaissance de la structure progresse de la 
manigre habituelle. C'est ainsi que la s6rie de Fourier 
partielle, construite avee les facteurs de structure de 
signes eonnus (de r~flexions suffisamment fortes) aura 
des r6gions positives off la prgsence d'atomes est plus 
probable qu'ailleurs. 

Nous verrons d'abord que dans la probabilit6 com- 
pos6e des facteurs de structure certains termes, nuls 
lorsqu'on emploie une probabilit6 de position uniforme, 
r~apparaissent dans le cas de probabilit~s de position 
non uniformes. 

Nous examinerons ensuite la forme la plus gdn6rale 
de la probabilit6 non uniforme d~ et certaines cons6- 
quenees de eette forme (relations de normalisation, 
valeur moyenne (E~)) (Partie I). 

Nous retrouverons eette forme g6n6rale dans la 
discussion de cas particuliers tels que celui de volumes 
d~fendus et de signes de faeteurs de structure connus. 
Nous montrons que dans ce dernier eas la eonfianee 
que l'on peut accorder £ certaines relations statistiques 
se trouve renforc6e (Partie II). 

Nous donnons deux exemples d'applieation. 
1. La probabilit6 pour que A~ soit positif est (Ber- 

taut ,  1955b, 1956c) 

P~(A~) 
P+(A~) = -~-+½ P~(A~) (6) 

Ici nous avons ddsignd par Pi(A~) la partie impaire 
en A~ et par Pv(A~) la partie paire e n  A 1 du crochet 
dans (4). Alors que A~(E~) disparait lorsque ~ = 1, 
ce terme pourra rdapparaitre dans P~(A) dans le cas 
d'une probabilit6 non uniforme (~0 4: 1). 

2. La probabilitd P=(A~, Ae) pour que A~ et A~ 
aient le m~me signe, aucun autre signe n 'dtant  connu, 
est de la forme 

P=(A~, A~) = ½+½1AiA~](E~E~) 

+½1A~A~[ ~ (A~.-1)(E~Ee(E~.-1))+ . . . .  (7) 
k 

Cette relation constitue la base de la m~thode stati- 
stique de d6termination de signes relatifs (Bertaut, 
1956c), m6thode qui a permis une solution aisle des 
structures pseudosymdtriques ReCaOa(R -- Fe, Cr, V) 
(Bertaut, Blum & Magnano, 1955, 1956) et de 
F % 0  a . 2 Ca0 et plus g~n6ralement de F%_xAlzO a. 2Ca0 
(Bertaut, Blum & Sagni~res, 1957). Dans le cas de 
probabilitds uniformes (~0 = l ) (E~Ee)  disparalt, mais 
dans le cas g6n6ral (~o + 1) ce terme peut fournir une 
contribution utile. 

Remarque. - -  Le terme en (A~- 1) (E~.- 1 ) disparalt 
toujours £ cause de la normalisation ((E e) = 1). La 
forme des relations de normalisation et des valeurs 
moyennes (E~) sera diseutde plus loin. 

PARTIE I. PROBABILITIES 

1. La probabilite compos6e 

Lorsqu'on repr6sente les fonctions de Dirac d(Ee-A~) 
dans (1) par un d6veloppement en fonctions d'Her- 
mite, on obtient: 

P ( A ~ , . . .  ,A~) = H G(A~) ([1 +_Y A~E~+_Y A~A~E~E~ 
k k kl 

+½.Z, (A~-I)(E~-I)+.~,A~AzA~E~EzEm 
k klm 

3½.,~" (A~-I)Az(E~-I)Ez 
kl 

3½ 2 (A~-I)AzAm(E~-I)EzEm 
klm 

3¼.,~, ( A ~ - I ) ( A ~ - I ) ( E ~ - I ) ( E ~ - I ) + . . . ] )  , (4) 
kl 

off G(A~) est la fonction de Gauss 

G(Ak) = (1/2.~) -1 exp (-½A~.). (5) 

Le symbole ( )  indique que l 'int~gration sur l'dld- 
ment de probabilitd dz~ a 6t6 effectude. L'expression 
(4) est donc valable quelle clue soit la probabilit6 
~l~mentaire adoptde. 

2. Forme generale de la probabilit6 616mentaire 

La probabilit~ ~l~mentaire d~ (3) a les propri~t~s 
habituelles d'etre positive partout  et d 'avoir l 'unit6 
pour valeur int~gr~e. De plus, la densit~ de probabilit6 
~o(xl, . . . ,  xt) poss~de au moins la sym6trie du groupe 
(elle peut avoir une sym~trie plus ~levge). ~ ( x l , . .  • ,xt) 
doit done ~tre fonetion du faeteur de structure g~o- 
m6trique Sj(h) pour toute sorte d'atomes d'indiee 
j ( j  = 1 , . . . ,  t). Dans ces conditions y)(xl, . . . ,  xt) ne 
ehangera pas quand on substitue £ xj le point ~qui- 
valent C,~xj, C~ ~tant une operation de sym6trie du 
groupe. La forme la plus g~n~rale de ~(xl, . . . ,  xt) 
sera donc 

~ ( x l ,  . . . ,  xt)  

= ~ 0¢(hl, . . . ,  ht)~l(hl)$2(h2).. .~:t(ht).  (8) 
hl,  . . . ,  ht 

I1 n 'y  a pas lieu d'envisager des puissances de ~j(h) 
ou des produits $~(h)$i(h') £ cause de l'existenee 
d'une alg~bre qui permet de lin6ariser des produits et 
puissances de facteurs de structure (Bertaut & Dulac, 
1955, 1956; Bertaut,  1956b; Bertaut  & Waser, 1957). 
On pourra 6crire (8) sous la forme 
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y~(xa . . . . .  xt) = 1 + ~ a~(h) ~e~(h) 

+ Z ~x~-~(h, h') ~j(h) ~e~(h') 
], k, h, h '  

+ ~ aj~(h,  h',  h " ) ~ ( h ) ~ ( h ' ) ~ ( h " ) + . . .  (9) 
jkl, hh' h" 

de sorte que les termes al6atoires sont class6s en termes 
d6pendant des positions d'un atome j, de deux atomes 
j e t  k, de trois atomes j, ]c et 1 etc. 

3. C o n s 6 q u e n c e s  

(a) Normalisat ion 
Examinons quelques consequences de la forme (9). 

Rappelons que les facteurs de structure normalis6s 
ont la forme (cf. Bertaut,  1955c) 

t 

E(h) = ~ ~v~(h)~j(h), (10) 
~ = 1  

off les facteurs atomiques modifies ~j continuent £ 
~tre ddfinis par 

q2~ = f~/V(F(h)~} , (II) 

fl 6rant le facteur atomique et F(h) le facteur de struc- 
ture habituels de sorte que 

(E(h)  ~} = 1.  (12) 

La sommation dans (10) est sur les j - - 1  . . . .  , t  
positions atomiques non dquivalentes. I1 faut re- 
marquer ici que (F(h)*} n 'a plus la forme habituelle 

t 
.~,n~f~, off n / e s t  le nombre d'atomes ~quivalents de 
~'=1 

la sorte j. On a ici 

(F (h )  ~} =2~f~  $~(h)ed~+2.,Yf/f~ ~ ] ( h ) ~ ( h ) d z ,  
j = l  j < k  (13) 

d'ofi, en tenant  compte de (9) et de la relation de 
lindarisation (Bertaut, 1956b; Bertaut  & Waser, 1957), 

~(h) ~ = 2~ a s~ (Hs ) ,  (14) 
8 

(F(h)  ~) = 2 , ' n / f ~ ( l + s / ) + 2 . ~ n / n J ] f ~ ] / ~ ,  (15) 
j j<k 

Off l 'on a abr6g6 

e i = .~ ac/(Hs)a,; ~]/~ = ~i~(h, h) . (16) 
8 

Donc m~me dans l 'approximation off f ~ ( h ) = f ( h ) Z  1 
(Z~-= nombre d'dlectrons sur l 'atome j ;  cf. Bertaut ,  
1955b, c) on aura pour ~1 une expression qui variera 
en g6ndral avec (h) et qui devra ~tre recalcul6e pour 
chaque rdflexion. 

~vj(h) = Z / [ /  [.~V n~Z~(l + s~) + 2 .~V n, n ~ Z , Z ~ ]  ,<~ (17) 

On doit remarquer que la relation (15) est rigoureuse, 

car les termes d6pendant de plus de deux atomes 
diff6rents dans (9) fournissent une contribution nulle. 

(b) Valeurs moyennes 
Si aj(h) et aj~(h, h') different de z6ro, les valeurs 

moyennes de E(h) et de E(h)E(h ' )  seront diffdrentes 
de z~ro. On a par exemple 

(E(h)} = f E(h)d7~ = 2~/a~,(h)I~,(h)2dx~dy, dz, q),(h) 

= • n~v/(h) c~(h) . (18) 
J 

L'efficacit6 de l'emploi de la probabilit6 non uniforme 
d6pendra 6videmment de la grandeur des coefficients 
a~(h), c~jk(h, h') etc. 

Remarque 1. - -  L' introduction de la densit6 de 
probabilit6 sous la forme (9) a l 'avantage de ramener 
toutes les int6grations dans la maille, c'est £ dire sur 
l'616ment de volume d x l d y l d z l . . ,  dxtdytdzt dans l'in- 
tervalle 0 < xj < 1, 0 < yj < 1, 0 < zj < l ,  sans re- 
striction. On peut donc toujours se servir des relations 
de lin6arisation (Bertaut, 1955c, 1956b; Bertaut  & 
I)ulac, 1956; Bertaut  & Waser, 1957) pour effectuer 
le calcul des moyennes statistiques. 

Remarque 2 . -  Ii y a des cas off l 'analyse sous la 
forme (9) n'est pas advantageuse. Par  exemple dans 
le cas off la configuration mol6culaire est connue 
(structures organiques), on choisira pour variables les 
coordonn6es X, Y, Z du centre de gravit6 de la mold- 
cule et les angles d 'Euler 0, ~v, % Les facteurs de struc- 
ture Ek peuvent s 'exprimer en fonction de ces nou- 
velles variables. La probabilit6 616mentaire sur laquelle 
il faudra int6grer dans (4) sera 

dnu = ( 4 ~ ) - l d X d Y d Z  sin OdOdczdv/ (19) 

dans le cas d'une probabilit6 uniforme, et plus g6n6- 
ralement 

d~ = T ( X ,  Y, Z, O, of, V2)d~u (20) 

dans le cas d'une probabilitd non uniforme, la fonc- 
tion kP(X, . . . ,  y2) 6tant par exemple choisie de fa~on 
£ exclure certaines valeurs de X, Y, Z ou certaines 
rotations 0, ~, y2. 

On pourra distinguer en gros deux catdgories de 
probl~mes. Dans l 'une la probabilit6 ~16mentaire de 
position dzj d 'un atome j ne ddpend que de l 'atome j 
et la probabilit6 d~ sera un produit de probabilitds 
dzj inddpendantes. Dans l 'autre il y a interd6pendance 
entre les positions atomiques et la densit6 de pro- 
babilit~ V2(xl, . . . ,  xt) ne pourra plus s'dcrire sous la 
forme d 'un produit de fonctions £ une variable. C'est 
ce dernier cas qui est le plus g~ndral. 

P A R T I E  II.  E X E M P L E S  D ' A P P L I C A T I O N S  

1. C a s  off u n e  o u  p l u s i e u r s  p o s i t i o n s  s o n t  c o n n u e s  

I1 y a deux manibres d'envisager ce cas. 
(a) On partage le facteur de structure E en deux 
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parties,  la part ie  connue soit D, et la part ie qui 
correspond aux positions inconnues, soit R, la pro- 
babili t6 616mentaire d7~ ne contenant  que les variables 
f igurant  dans R. Cette mani~re de voir a 6t6 adopt@e 
dans une @tude antTrieure (Bertaut,  1957). Elle res- 
semble au processus, bien connu en algbbre, de 
l 'Tlimination successive des variables. I1 y a cependant  
une deuxi~me variante il est vrai moins pratique, 
mais qu'il est instructif d'examiner. 

(b) On garde routes les variables dans E et dans d~. 
Si xj est la variable de position de l'atome jet si 
nous savons que l'atome jest dans la position fixe 
xje (nous d6signerons par la suite une position fixe 
par l'indice c) sa densit6 de probabilit6 ~p(xl) est 
repr6sent6e par une fonction de Dirac p6riodique, soit 
d(xj-xlc ) dont le r61e est de remplacer dans l'ex- 
pression (4) x i par xj¢. On aura ainsi 

l Edx~ = I E~(xi-xic)dxydy'dzY = (~,~i~(h) . (21) 

ConsidTrons la reprdsentation de Fourier  de ~(x~-xlc ). 
La densitT, dans le sens ordinaire, des ny atomes de 
l'esp~ce j ,  de masse unit@, se t rouvant  en Xic et dans 
les positions @quivalentes par la symTtrie est 

@(xi) = ~ 6:~c(h) exp ( - 2 ~ i h . x ) ,  (22) 
----OQ 

off 

~jc(h) = ~ exp 2~i h .  Csxje (23) 

est un facteur de structure dans le sens ordinaire 
(=  transformTe de Fourier de la distr ibution de 
masses unit@ en Csxjc(S = 1, . . . ,  n~)). On a 

f@(xj)dxjdyjdz~ = (24) n j .  

Dans la sommation (22) nous allons grouper ensemble 
les vecteurs h qui sont reliTs par  une op@ration de 
symTtrie. Soit nj(h) leur nombre. On obtient  alors 

@(xj) = ~  ~]~(h) ~*(h)r, .(h)+nj (25) 
h>0 

avec l 'abrTviation 

r~(h) = n~(h)/nj. (25') 

La d@monstration de (25) a 6t@ relTguTe dans l 'ap- 
pendiee I. Le symbole h > 0 signifie que la sommation 
est 6tendue aux seuls vecteurs h qui ne soient pas lids 
par  des relations de symTtrie (par exemple:  (hkl) 
positifs et sans permutations).  On passe trbs faci lement 
de la densit@ @(xl) ((22)-(25)) £ la densit6 de pro- 
babil i t6 v 2(xj), car 

~v(xj) -- @(xj)/n~. = 1 + ( n / ) - l ~  ~ /c (h )~(h) r i (h  ) (26) 
h > 0  

est 6quivalent  

(nj)-~ 2." d(xj-c~Xic). 

On peut  aussi montrer  directement que ~v(xl) (26) 
joue le mTme r61e que la fonction d(x j -x j¢)  darts (21) 
(voir appendice II). 

2. Cas  oh des posi t ions  a tomiques  ne sont connues  
qu'approx imat ivement  

Le cas off l 'on sait  qu 'un  atome se trouve dans une 
r@gion de la maille sans que l 'on puisse le localiser 
exactement ,  se rencontre souvent en pratique. Sup- 
posons que l 'a tome j se trouve avec une @gale proba- 
bilit6 dans le parallblepipgde dTlimit6 par  les points 
X~c±½e, yjc+½r], ZJc±½~. En r@p@tant le ra isonnement  
du paragraphe prTcTdent, on trouvera ais@ment que 
la probabilit@ de pr@sence correspondante sera 

~v(xj) = nyl_~Y ~#(h)d(e, r], ~)~*(h)r j (h) ,  (27) 
h> 0 

off 

d(~, ~, ~) 
= (sin zeeh/~h) (sin ~?k/~lc) (sin ~l/~l) , (28) 

transformTe de Fourier de la fonction unit@ dans le 
parallglepip~de, joue le m@me r61e qu 'un faeteur 
a tomique (of. (22) off le ' facteur a tomique '  corre- 
spondant  £ la masse unit@ ponetuelle est un). Naturelle- 
ment  d 'autres hypotheses sont possibles. Lorsque par  
l 'exemple l 'a tome j se trouve aux environs du point  
xj~, yj~, zj~, avec une probabilit6 donnTe par  une fone- 
tion de Gauss, soit G, la fonction qui remplaeera 
d(e, ~, ~) sera la transformTe de Fourier de G, done 
aussi une fonetion de Gauss. Les considTrations 
pr@eTdentes peuvent  se gTnTraliser sans difficult@ pour 
plusieurs positions x I eonnues ou approximat ivement  
connues. I1 est @vident qu 'un produit  d 'expressions 
telles que (26) ou (27) aura une forme analogue £ (9). 

3. Conditions st6riques;  vo lumes  interdits  

Des conditions st@riques permet tent  parfois de d@ter- 
miner  la densit6 dans certaines rTgions de la maille 
(densit6 nulle dans un centre de sym@trie ou un plan 
de symTtrie inoccupTs etc.) et d 'en dTduire des rela- 
tions linTaires entre des facteurs de structure (Goed- 
koop, MacGillavry & Pepinsky,  1951; Yakel & 
Hughes, 1954). 

Malgr6 une certaine analogie des moyens math@- 
matiques-  nous employons souvent des fonctions 
d 'Ewald  (1940) ('shape functions'), @gales £ l 'unit6 
dans une eertaine r@gion et nulles par tout  ailleurs, 
notre but  est tr6s diff@rent. En effet, nous analysons,  
comment  les conditions st@riques affectent la proba- 
bilit6 de pr@senee d 'un  atome et nous formulons cette 
probabili t6 selon (9) pour l 'uti l iser ensuite dans l 'ex- 
pression de la probabilit@ eompos@e des faeteurs de 
structure. 

Jusqu ' ic i  on a suppos6 que la d is t r ibut ion des 
atomes de position inconnue 6tait uniforme. Or en- 
tourons les positions eonnues Xlc(j = 1 , . . . ,  p) de 
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sphgres d'action de rayon R~(j = 1, . . . ,  p) telles qu'£ 
l 'int6rieur de la sphere il n ' y  ait pas de place pour 
d 'autres atomes. En d'autres roots, h l ' int6rieur des 
sphgres d'action des positions connues, la probabilit6 
de pr6sence des atomes de positions inconnues q = 
p + l ,  . . . ,  t doit gtre z6ro, tandis qu'£ l 'ext6rieur de 
ces spheres d'action la probabilitd de pr6sence est 
supposge unilorme. 

Math6matiquement,  soit t(x) une fonction 6gale £ 1 
l 'ext6rieur des sphgres d'action et 6gale £ z6ro 5~ 

l'int6rieur. La probabilit6 de pr6sence sera pour toute 
position q = p +  1, . . . ,  t 

dzq = Ct(xq, yq, Zq)dXqdyqdzq , (29) 

off C est une constante de normalisation. Bien que le 
calcul des moyennes dans (4) puisse se faire directe- 
ment  ~ l 'aide de l'expression (29), il sera commode 
pour la suite de rechercher une repr6sentation de 
Fourier, analogue ~ (9). 

Soit une fonction s(x) p~riodique, dgale ~ l 'unit6 
l 'int6rieur d'une sphgre de rayon R, centr6e sur l'ori- 
gine et z6ro £ l 'ext6rieur de la sphgre. On peut ex- 
primer s(x) en s6rie de Fourier 

co 

s(x) = V - ~ ( h )  exp ( - 2 ~ i h . x )  , (30) 
h 

off 
~(h) = (4~/3)Ra(3 (sin ~ - ~  cos c¢)/c~a), (31) 

0¢ = 2~[h]R.  (32) 

La fonction pgriodique t(x), 6gale k z6ro £ l'int6- 
rieur et ~gale ~ 1 ~ l 'ext~rieur de la sphere d'action 
de rayon R e s t  simplement la fonction compl6mentaire 
de s(x). On a 

t(x) = 1 - s ( x ) .  (33) 

Soient alors Clxjc les positions connues ( j=  1 , . . .  ,p;  
C~ est une op6ration de sym6trie, 1 - - 1 , . . . ,  n~). 
Soient R~ les rayons d'action. Pour simplifier le pro- 
blgme, nous supposerons que les spheres d'action 
n'empigtent pas, c'est t~ dire que la somme de deux 
rayons d'action R~+R~ soit toujours inf6rieure t~ ]a 
plus petite distance R~i entre atomes i e t  j .  

La fonction 6gale £ 1 b, l 'int6rieur et £ z6ro £ l'ex- 
t6rieur d'une de ces sphgres entourant l 'atome C~xj¢ 
sera 

co 

s~(x) = V -~ 22 ~(h)  exp - 2 ~ i h .  (x-C~xlc) . (34) 

Sommons sur les op6rations de sym6trie (indice l) 
ce qui fair apparaitre les facteurs de structure tri- 

gonom6triques ~ e ( h ) -  et sur les positions connues 
(indice j).  La fonction obtenue, soit S(x) est encore 
~gale ~ 1 quand x est ~ l ' int~rieur et ~gale ~ z6ro 
quand x est ~ l 'ext6rieur d'une quelconque des 
spheres (en vertu de l 'hypoth~se de non empi~tement). 

S(x) = 22 s,j(x) 
1/ 

co 

= V-~22 22 Tj(h) exp ( - 2 7 d h . x ) ~ ( h ) .  
~l h = - - c o  

(35) 
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Le terme non al6atoire dans (35) est 

V 0 = (4~/3) ~ njR~. (36) 
i 

Enfin on pourra grouper dans (35) les vecteurs h 
reli6s par une op6ration de sym6trie (cf. appendice I) 
et 6crire finalement 

S(x) -- V o / V +  V -1 2 / ~ ( h )  ~:(h)r(h), (37) 
h > 0  

off 
fl(h) = 22 Tj(h)~jc(h). (38) ]. 

Pour chacun des atomes de position inconnue 
q - - p + l  . . . .  , t, la probabilit6 de pr6sence pourra 
s'6crire 

d~(xq) = C V ( 1 - S ( x q ) ) d x J y q d z q .  (39) 

La constante C est trouv6e 6gale 

C = ( V - V o )  -~ (40) 
de sorte que 

d~z(xq) = 1 - ( V -  Vo)-122 ]~(h)~q(h)rq(h) . (41) 
h > 0  

La probabilit6 616mentaire d~ sera finalement de la 
forme pr6vue 

d~ = H dTt(Xq) = 1+ 22 ~q(h) ~eq(h) 
q q, h 

+ 22 oCq, q,(h, h ' ) ~ q ( h ) ~ ¢ ( h ' ) + . . .  , (42) 
q,q' 
h: h '  

off l 'on a abrgg6 

aq(h) = -C f l (h ) rq (h )  , (43) 

ocq, q,(h, h') =- Cg~(h)16(h')rq(h)rq.(h') .  (44) 

A cause de la rapide d6croissance de la fonction T(h) 
(31), l 'effet de la probabiIit6 non uniforme (42) sera 
n6gligeable pour les facteurs de structure ~ indices 
glev6s, off l 'on aura donc sensiblement y~ = 1. Par  
contre, pour les facteurs de structure tL indices faibles, 
l 'effet peut 6tre sensible. Reprenons alors la m6thode 
de l 'a tome lourd (Bertaut, 1957) avec une probabilit6 
616mentaire de la forme (42) et 6crivons 

E~ = R ~ + D k ,  (45) 

off D~ contient les coordonn6es des positions atomiques 
connuesj  (j = 1, . . . ,  p) et R~ contient les coordonndes 
des positions inconnues q (q = p + l ,  . . . ,  t). On s'aper- 
~oit ais6ment que la valeur moyenne de R~ est pour 
les faibles indices du signe contraire de la partie 
connue D~ (~ cause du s i g n e -  dans (43)). (Dans le 
cas d'une probabilit6 uniforme (R~) = 0.) 

Remarque. - -  On peut introduire non seulement des 
spheres d'action autour des positions connues, mais 
aussi autour de positions non occupies (par exemple 
autour de centres de symgtrie non occup6s etc.). 
D'ailleurs la forme des r6gions interdites n'est  pas 
n6cessairement sphgrique. Elle peut ~tre cylindrique 
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(rdgion autour d 'un axe de sym6trie inoccup6) ou 
parall~lepip6dique (r6gion autour d 'un plan de sym6- 
trie inoccup6) etc. 

D' autres variantes 
Ecrivons encore la probabilit6 616mentaire de la 

position de l 'atome q sous la forme 

dT~q = Ct (xq) dxqdyqdzq (46) 

mais en d6finissant la fonction t(x) comme 6tant 6gale 
l'unit6 entre les spheres de rayons R /e t  R; (Rj > R]); 

centr6es autour de l 'atome de position connue C~x~, 
prise pour origine, t(x) 6tant 6gale ~ zdro partout  
ailleurs. On aura alors 

off 
t(x) = s ( x ) - s ' ( x ) ,  (47) 

s(x) = 1 quand Ixl < R; ] 

s '(x) = 1 quand Ixl < R', I 
= 0 q u a n d l x l > R ;  [ (48) 

= 0 quand Ix I > R'. ! 
Nous discuterons ailleurs et en d6tail cette variante. 
Nous allons seulement effleurer le probl~me des dis- 
tances interatomiques. 

4. Le p rob l~me  des distances  interatomiques  

Entourons chaque atome d'une sphere d 'action dans 
laquelle aucun autre atome ne peut p6n6trer. Une 
mani~re math6matiquement correcte de d6finir la 
probabilit6 616mentaire de position est 

dz~ = C 171 t(u~)dx~. . .dx~.  (49) 
ij 
ls 

Ici ulj est le vecteur distance entre deux atomes 

u~  = C~x~-~x~. (50) 

Cz et C~ sont des op6rations de sym6trie et la fonc- 
tion t(u) est d6finie par 

t(u~) = 1 quand lu]~l > Ri], I 
(51) 

= 0 quand [u~ I < Ri] , / 
R~i 6rant la plus petite distance admissible entre 
atomes i et j .  C est une constante de normalisation. 
Bien que la forme analytique de t(u) soit connue 
(cf. (30) et (33)), l 'analyse de dz~ (49) et sa mise sous 
la forme g6n6rale (9) est d61icate. Ce probl~me de la 
probabilit6 de position d'atomes lorsque le groupe 
d'espace et leur distances sont connues, int6ressant en 
lui-m6me, fera l 'objet d 'un m6moire s6par6. 

5. Connaissance de s ignes  de facteurs de structure 

Le fair de connaitre certains signes de facteurs de 
structure, y compris ceux dont on peut fixer le signe 

arbitrairement, modifie la probabilit6 616mentaire de 
position. En effet, la s6rie de Fourier partielle (53) 
construite avec les facteurs de structure de signes 
connus, aura des r6gions positives off la pr6sence 
d'atomes est plus probable qu'ailleurs. Deux cas ex- 
tr6mes peuvent se pr6senter. 

(a) I1 y a r6solution partielle; certains atomes ou 
groupements d'atomes peuvent 6tre discern6s. Dans 
ce cas on proc~de par la m6thode de l 'atome lourd ou 
une de ses variantes d6crites plus haut. 

(b) I1 n 'y  a pas de r6solution. C'est le cas qui nous 
pr6occupe ici. On pourra alors supposer que la pro- 
babilit6 d ~  de trouver un atome j dans l'616ment de 
volume dxj dyj dzj est proportionnelle £ 0p (x i) dxj dy~ dz~. 
Comme la probabilit6 int6grale doit 6galer 1, nous 
poserons 

d ~  = ~p (xj) dx~ dy~ dz~, (52) 

off ~ (x i )  est la densit6 partielle (53) 6crite avec des 
facteurs de structure unitaires 

P 
~,(xj) = 1+ ~v U(hs) exp - 2 ~ i h s . x j  

S = l  
(s = 1 . . . . .  p ) .  (53) 

U(h) est d6fini par 

U(h ) - -  F(h)obs n]f~(h). (54) 
.= 

En groupant dans le second membre de (53) les vec- 
teurs h reli6s par une op6ration de symdtrie (cf. 
appendice I), nous 6crirons 

~p(Xj) - - l+22U(hs) r j (hs )$~(hs)  ( s = l , . . . , p ) ,  (55) 
h > 0  

off les U(h) ne sont plus reli6s par des relations de 
sym6trie. 

La probabflit6 d~ sera 

d~ = H d~j = (1 + 22 22 U(h)rj(h) ~*(h) 
j h i 

+ 22 22 U~(h ) r j (h ) rk (h )~ (h )~ (h )  
h #~k 

+ 22 ~Y, U ( h ) U ( k ) [ r j ( h ) r j ( k ) ~ ( h ) ~ ( k )  
h4=k ~ l  

+ ri (h) rz(k ) ~* (h) ~ (k) 

+rj(k)rz(h) ~e*(k)~'(h)] + . . . )dx i . . .dz  t . (56) 

Normalisation 
Pour toute r6flexion (h) de signe inconnu, c'est £ dire 

qui ne figure pas dans (55) eL qui, de plus, n'est pas 
lin6airement d~pendant* des indices qui y figurent, 
on a la relation de normalisation habituelle 

t 

(E2(h)~ = • n/9~/(h) ~ = ] . (57) 
j = l  

Par contre, pour les r6flexions (hs) de signes connus, 
on doit 6crire 

* Si U(h) ne figure pas darts (55), mais que U(2h) y figure, 
la normalisation do E(h) 2 en sera affect6e. 
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( ~ j ( h s )  - -  f j (h ) /~(F2(hs ) ) ,  ( 5 8 )  

off 

f ' (F2(hs)) = Fe(hs)d~z = . ~ n j f ~ ( h s )  
i = 1  

+2.~nin~f~(h~)fz(h~) U2(h~)ri(h~)r~(h~) . (59) 
]<k 

E x e m p l e . -  Dans le cas de 27 atomes de m~me 
nature, group,s en t positions g6n6rales d'ordre n, on a 
N = tn et approximativement 

U(h) = A ( h ) / ~ N ;  2 ~Y, n]nz= 2n2t ( t -1) /2  ~ N 2. (60) 
j < k  

On a alors 
(F~(hs)) = Nf2(1 +A2(hs)) (61) 

de sorte que* 

~(h~) = [N(I+A2(h~))]-½. (62) 

Application 

Calculons la probabilit6 P= pour que A (h') et A (h") 
aient le m6me signe, le signe de A (h) 6tant connu et 
les trois vecteurs h, h' ,  h"  satisfaisant ~ la condition 

h + h ' + h "  = O. (63) 

On a, en utilisant une probabilit~ uniforme, la relation 
bien connue 

P= = ~+~x~- (64) 2 2 t * * *  ' 
oh 

x = A ( h ) l A ( h ' ) A ( h " ) [ ( E ( h ) E ( h ' ) E ( h " ) ) .  (65) 

On peut d'aflleurs remplacer (64) par (cf. Cochran & 
Woolfson, 1955; Bertaut,  1956c) 

P= = ½+½thx.  (66) 

L'6valuation de la moyenne dans (65) donne lieu 
un terme nouveau 

[A(h')A(h")lU(h).  I E(h ' )E(h")  

t 

x .~  r j (h )~*(h)dx ldy ldz l . . . dx tdy ,  dzt (67) 
j = l  

de sorte que tous calculs fairs on obtient 

I ' x = IA(h')A(h")] U(h)n(h)~Y qDJ(h')%(h") 
] = 1  

] + _ y  n ; ~ ; ( h ' ) ~ j ( h " ) ~ j ( h / A ( h )  . (68) 
~'=1 

Iei le premier terme est nouveau, le deuxigme est 
celui que l 'on obtient avec une probabilit6 uniforme. 

I)ans le cas d'atomes en position g~n~rale et de 
mgme nature (voir exemple plus haut) et lorsque (h) 
est une rdflexion ggn6rale, on aura, compte tenu de 
(60) et de (62) 

x = ] A ( h ' ) A ( h " ) [ A ( h ) N - ½ ( I + I / V ( I + A e ( h ) ) .  (69) 

* P o u r  t o u t e  r 6 f l e x i o n  (h) n o  f i g u r a n t  p a s  d a n s  (56) o n  
c o n t i n u e  ~ a v o i r  (p(h) = N - ½ .  

On volt donc qu'fl y a une am6lioration par un 
facteur de I + I / V ( I + A 2 ( h ) )  par rapport  £ la valeur, 
obtenue avec une probabilit6 uniforme. 

Conclusion 

Les exemp]es donn6es illustrent bien que la probabilit6 
de position 616mentaire a la forme g6n6rale (9), mais 
sont loin d'6puiser toutes les possibilit6s d'utilisation 
de probabilit6s non uniformes. Nous consid6rons la 
probabilit6 de position non uniforme (9) comme un 
moyen d'exprimer math6matiquement l ' information 
que l 'on poss~de d6j£ sur la structure; alors que dans 
le cas de la probabilit6 uniforme, toutes les positions 
et structures sont 6galement possibles a priori, la 
probabilit6 non uniforme constitue une sorte de filtre, 
ne laissant passer que les structures possibles, c'est 

dire compatibles avec l ' information que contient la 
probabilit6 non uniforme. 

A P P E N D I C E  I 
Soit 

oo 
~ ( X )  = V - 1  ~ F(h)exp (-2gih.x) (70) 

h=--co 

une distribution de densitgs 61ectroniques. Alors 

co 

0(Cqxj) = V -1 ~: F(h)  exp ( - 2 z H h . C q x j ) =  0(xj) (71) 
h=--¢o 

si Cq est une opdration de symdtrie du groupe. On a 
aussi 

n] oo 

2,'Q(Cqxj) = V -1 ~ F ( h ) ~ 7 ( h ) =  nj~(xj) ,  (72) 
q = l  h=--vo 

~j(h) 6tant le facteur de structure trigonomdtrique 
habituel de la position xj d'ordre de sym6trie n/. On 
ddduit de (72) que 

oo 
0(xj) = V-1F(O)+(njV)  -1 .[~" F ( h ) ~ 7 ( h ) .  (73) 

h+0  
h=--co 

On peut ddmontrer (Waser, 1955; Bertaut  & Waser, 
1957) qu'g chaque couple de points 6quivalents x et 
x '  = Cqx = A q x + t q ( A  = dyadique, t = translation) 
on peut faire correspondre deux vecteurs r6ciproques 
h et h '  = hAq et des relations de symdtrie de la forme 

/V(h) = F(hAq) exp (2~ih. tq)  ; (74) 

~*(h) = ~](hAq)exp (-27~ih.tq) (74') 

de sorte que l'on a toujours 

F(hAq)~*(hAq) = F (h )~* (h ) .  (75) 

Le nombre de vecteurs h diff6rents, relids par des 
symdtries, sera ddsign6 par nj(h). Ce nombre est 
commundment appel6 la 'multiplicit6'. n~(h) peut tout  
au plus 6galer le nombre de points dquivalents nj 

29* 
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(cas d'une rdflexion gdndrale), mais peut lui @tre 
infdrieur (cas d'une rdflexion spdciale). Nous abrdgerons 

rj(h) = n~(h)/n~. (76) 

Groupons dans (73) les vecteurs h, relids par des rela- 
tions de symdtrie. On pourra alors dcrire 

e(xD = V-~F(O)+  V - I Z  F ( h ) ~ * ( h ) r j ( h )  . (77) 
h>0 

La notation h > 0 signifie qu'il n ' y  a pas de vecteurs 
h lids par symdtric dans la sommation (Exemple: on 
prendra uniquement hkl positifs et sans permutations). 
On 6crira de m~me avec des facteurs de structure 
unitaires 

~(xj) = 1 + Z V(h)~*(h)r / (h) .  (78) 
h>o 

Remarque. ~ L e s  relations @crites permettent  de 
ddriver une relation int@ressante entre 

nj, nombre de points 6quivalents ou ordre de 
symgtrie de la position xj, 

nj(h), nombre de vecteurs h lids par des relations 
de symdtrie (74') ou multiplicitd, 

p(h), poids statistique de la rdflexion (h), 
% ordre du groupe de translation. 

(a) Nous supposerons d'abord que xj est une posi- 
tion gdndrale d'ordre n. On peut alors supprimer 
l'indice j dans (77). Multiplions alors (77) & gauche et 
& droite par $(h') et intdgrons sur la maille. Le premier 
membre fournit alors, en se rappelant la ddfinition du 
facteur de structure, nF(h ' ) .  Tenant compte de (cf. 
Bertaut,  1956a) 

I~(h ' ) ~ * ( h ) d x d y d z  = 0 si h # h '  
0 ' (79) 

= n p ( h ) T  si h = h ' ,  

le second membre de (77) fournit r ( h ' ) F ( h ' ) n p ( h ' ) ~ .  
En dgalant les deux expressions et en se rappelant la 
ddfinition de r(h) (76), on obtient 

n = n ( h ) p ( h ) v .  (80) 

(b) Nous supposons que x 1 est une position spdciale 
d'ordre n~(n~ < n). Le facteur de structure corre- 
spondant sera 

2'(h) = f:(h) ~:c(h). (81) 

La densitd correspondante sera 

@(Xi) = V-~f:(O)$#(O)+ V - ~ , f : ( h ) $ # ( h ) $ ~ ( h ) r : ( h ) .  
~>0 (82) 

Multiplions le premier et deuxi~me membre par ~(h ' )  
et intdgrons sur les param~tres dont la position de 
points x~ ddpend. Le rdsultat est 

LA PROBABILIT]~ ]~L]~MENTAIRE DES POSITIONS ATOMIQUES 

n f f~ (h ' )~c (h ' )  = f~(h')~jc(h')r~(h')  [~(h')12dx~dyjdz~ , 
o 

d'ofi on tire finalement (83) 

n~ = ni(h) p ( h ) z .  (84) 

A P P E N D I C E  I I  
Ddmontrer que 

flo~i(h') ~) (xj) I = dx]dyjdz] = Sjc(h'), (cf. (26)) (85) 

off 
~(xj) = l + n 7 1 Z  ~jc(h)~*(h)rj(h).  (86) 

h>0 

En effectuant l ' intdgration sur la maille et en tenant  
compte de (79), il ne reste finalement qu'un seul terme 

= n71 ~#(h')llo!~J(h')12dxjdyjdzjrj(h ') I 

= n71$ jc (h ' ) r j (h ' )nyp(h ' ) z  = ~#(h') (87) 

en vertu de (76) et de (84). 
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